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Matritsalar nazariyasi va sonlar nazariyasining o‘zaro bog‘ligligi zamonaviy matematikaning qizigarli
yo‘nalishlaridan biri hisoblanadi. Xususan, butun koeffitsientli matritsalar uchun klassik Ferma va Eyler teoremalarining
analoglarini topish hamda ularning simmetrik funksiyalar bilan alogasini o‘rganish nazariy va amaliy ahamiyatga ega.

Ma’lumki, butun sonlar uchun Eyler teoremasi a’™ =1 (modn) ko‘rinishida ifodalanadi. Ushbu g‘oyani
matritsalar izi (tr) va Nyuton summalari (s,) uchun umumlashtirish, aynigsa, modul n= p* (tub sonning darajasi)
bo‘lgan holatlarda murakkab kombinatorik tahlillarni talab etadi. Ilgari o‘tkazilgan tadqiqotlarda ushbu teoremalar asosan

n=p (oddiy tub son) holati uchun isbotlangan bo‘lsa, ushbu magolada biz masalani yanada chuqurlashtirib, n= p°
holatini ko‘rib chigamiz.

Magolaning asosiy magsadi n= p> modul bo‘yicha matritsaning n -darajali izi va uning Eyler funksiyasi bilan
bog‘liq darajasi orasidagi ayirmaning N ga bo‘linishini isbotlashdan iborat. Shuningdek, ushbu bog‘liglikning
fundamental simmetrik funksiyalar orqgali ifodalanishi va multinomial koeffitsientlarning xossalari tahlil gilinadi.
Tadgigot davomida p toq tub sonlar va p =2 bo‘lgan maxsus holatlar uchun alohida algebraik hisoblashlar va lemmalar

keltirilgan.

1-teorema. Quyidagi taqgoslash n = p* modul bo‘yicha o‘rinlidir:

tr(A") =tr(A" ™) (modn).

Eyler funksiyasi ¢ uchun n=p® bo‘lganda n—g¢(n)= p>bo‘ladi. Demak, 1-teorema quyidagi tenglikni

tasdiglaydi:
tr(A”) =tr(A”)(mod p°).
Bu fakt simmetrik funksiyalar nazariyasidagi quyidagi teoremaga ekvivalentdir.
2-teorema. Quyidagi tagqoslash n = p* modul bo‘yicha orinlidir:
Sy =Sy pm =0 (modn).

Eslatma. [1] magolada isbotlangan Ferma matritsali teoremasining analogi (bu yerda n= p - tub son) agar bazaviy
simmetrik funksiyalar o, orgali ifodalangan ko‘phad sifatida qaralsa (n= p holida), n ning ko‘phad koeffitsientlarining
ayirmasiga bo‘linishini tasdiglaydi.

Birog Eylerning matritsali teoremasi (2-teorema) n= p® holida s, —s ko‘phadining koeffitsientlari n ga

n-g(n)
bo‘linishini tasdiglamaydi; bu yerda fagat ushbu butun ko‘phadning har bir o e[l " nuqtadagi giymatlari n ga bo‘linishi
aytiladi.

Biz bu hodisa o(U") to‘plamining o‘ziga xos xususiyati ekanmi, yoki yo‘gmi, ya’ni ushbu to‘plamda aniglangan
har ganday ko‘phad uchun, agar uning giymatlari o(U") ning barcha nugtalarida n ga bo‘linsa, u holda uning
koeffitsientlari ham n ga bo*linadimi buni bilmaymiz. Shuningdek, gaysi shartlar ostida o(U") ning M kichik to‘plami
uchun ko*‘phadning barcha giymatlari n ga bo‘linishi kafolatlanishini (yoki maxsus ko‘phad s, —s, ., uchun bunday

bo‘linishni ta’minlaydigan ganday xossalar mavjudligini) aniglash gizigarli bo‘lar edi.
1- va 2-teoremalarning isboti. p toq son bo‘lsin. K koeffitsientlar uchun [1] -manbada isbotlangan quyidagi

KEmP = (D" Lcdmd), (*)
m

formulaga ko‘ra, p® modul bo‘yicha taqqoslashni olish uchun s ifodadagi p* ga bo‘linadigan barcha hadlarni

e’tibordan chetda qoldirishimiz mumkin. Shu sababli, faqat shunday hadlar sinfi qoladiki, ular uchun ko‘rsatkichlardan
kamida bittasi m, tub son p bilan o‘zaro tub bo‘Isin.

Demak, p° modul bo‘yicha (n = p°® bo‘lganda) quyidagi taqqoslash o‘rinlidir:
s, =2 KM HI{m,}),
bu yerda barcha ko‘rsatkichlar m, p ga bo‘linadi.
Endi bu hadlarni {m } sonlarining tub son p darajalariga bo‘linishiga qarab guruhlarga ajratamiz. Birinchi guruh
a darajali hadlardan iborat bo‘lib, unda kamida bitta a, uchun (a,, p) =1 bajariladi. Bu yerda, yuqorida bo‘lgani kabi
n

n= z p“*'u.a,, va n ning p gabo‘lingan giymatini i=— = z p“u,a, bilan belgilaymiz.
p
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Bunday handing s, —s dagi hissasi | + 11 ga teng bo‘ladi, bu yerda

1= (KEp“a ) - K{p“aP)Idp  a},
Il =K{p“aH(z-7%),

va bu yerda 7 =1({a}) =1{c>*}).
Endi | va Il hadlarining p tub son darajalari bo‘yicha bo‘linishini baholaymiz.

n—gp(n)

1-lemma. Agar n= p® bo‘lsa, u holda IT had n ga bo‘linadi.

Isboti: (*) formulaga ko‘ra aniqlangan son

a+l

n= "
K=+1=F_c(m, = pa})
p“™ ga bo‘linishi ma’lum. Bundan tashqari, 7*" —z“ ifoda sonli Eyler teoremasiga ko‘ra p“™* ga bo‘linadi.
Demak, ularning ko‘paytmasi p“ ™" “*" = p®* ga bo‘linadi; bu esa 1-lemmani isbotlaydi.

Buning uchun quyidagi farqni ko‘rib chiqamiz:

K{p“"a})-K{pal) = % (cdp™'ah-cp al).

bu yerda birinchi ko*paytuvchi n_ p“™ = p?, ikkinchi ko*paytuvchi esa multinomial koeffitsientlarning ayirmasi
m

bo‘lib, 2-teoremaga ko‘ra p® ga bo‘linadi. Shu sababli, n = p* holida ko‘paytmaning p°® ga bo‘linishini isbotlash uchun
maxraj m = Z p“a, sonining p’ ga bo‘linmasligini tekshirish kifoya.

Bu holni oson tavsiflash mumkin, chunki

m=> p“a <n=>Y p“u =p’

Demak, m ning p*> ga bo‘linishi (M0 bo‘lgani, chunki (a,, p)=1 bo‘lgan kamida bitta k mavjud) fagat
m = p® bo‘lgandagina mumkin. Ammo shartga ko‘ram = n, bundan esa garalayotgan hol kelib chigmaydi.

Shunday gilib, I ham p® ga bo‘linadi va natijada 1- va 2-teoremalarning isboti yakunlanadi.

Shunday gilib, p“> a, =p“> (ua,), demak, > (u, —1a, =0. Bundan kelib chigadiki, fagat bitta koeffitsient
a, noldan farqli bo‘lishi mumkin; u uchun esa u, =1 bo‘ladi. Shuning uchun p“a, = p’ va p“ta, = p’.
Natijada K ({p“**a,}) = K{p“a}) =1. Demak, o‘rganilayotgan | ko‘phadi p° ga bo‘linadi va shu bilan 2-teorema p

toq tub sonlar uchun isbotlanadi.
1- va 2-teoremalarning p =2 uchun ham to‘g‘riligini deyarli xuddi shunday yo‘l bilan isbotlash mumkin; farq faqat

shundaki, ayrim hadlarda (bu yerda daraja m toq bo‘lganda) quyidagi ayirma
c{r'a})-C{r“al)
o‘rniga aynan shu multinomial koeffitsientlarning yig*indisi paydo bo‘ladi. Bu yig‘indi hamon p* =4 ga bo‘linadi;
buni, masalan, s; —s, ayirma hadlari juda ko‘p bo‘lmagan quyidagi aniq formula orqali ko‘rish mumkin
s, = o, —80, +80,0, —80.0, +80, 0, —80, 0, +80,0, —80, T,
+200; 07 — 320, 0,0, - 16005 + 240} 0,0, +12070; + 240,50} 0,
-160,0,0, —160,0,0, + 20, —80;0, —80,0% + 80,0, +80,0, + 40, .
Modul 8 bo‘yicha quyidagi tagqoslash o‘rinli:
s, = o, + 200, 0, +120(0; + 20, +40; (mod8).
Shu bilan bir vagtda,
s, =0, —4c, +40,0, - 4070, +207.
Demak, modul 8 bo‘yicha quyidagi taqqoslash kelib chigadi:
S —S, =0, (0] ~D) +40,(0, +1) + 20 (07 -1)
+4o’ o, (0} 0, +1) +40,0,(30,0, -1).
Ushbu besh hadning har biri 8 gabo‘linadi, buesa p=2 holida ham 1- va 2-teoremalarning to‘g‘riligini isbotlaydi.

ADABIYOTLAR
1. ApuHompn B. U. lunamuka ®depma, apudmMeTnka MaTpHI, KOHEUHAas OKPYKHOCTb M KOHe4Has IuIockocTh JloGauesckoro / /
OyHKUMOH. aHanu3 U ero npu jox. 2004. T. 38. Nel. C. 1-15.
2. Arnold Problems. Heidelberg-Berlin-N. Y: Phasis-Springer, 2004. P. 157-162.

49



Becmuux KI'Y um. Bepoaxa. N 2 (74) 2026

3. Girard A. Sur des decouvertes nouvelles en algebre. Amsterdam, 1629.
4. Newton I. Arithmetica universalis. Cambridge, 1707.

Euler’s matrix theorem for n = p°

Abstract. The article investigates analogues of Euler's theorem for matrix traces and symmetric functions modulo n = p3,
where p is a prime number. The main result proves the validity of the congruence tr(A") = tr(A"*™) (mod n) . Furthermore, the

equivalence in the theory of symmetric functions and the divisibility properties of polynomial coefficients are analyzed using Newton's
sums and multinomial coefficients. The proofs cover cases for both odd primes p and the specific case of p=2.

Key words: Matrix trace, Euler's theorem, symmetric functions, congruences, Newton sums.
Mampuynas meopema siinepa o N = p3
AHHoTauus. B crathe uccienyoTes aHAIOTH TeOpeMbl Didiepa [Uisl CIeA0B MaTPULl U CHMMETPHIECKUX (QYHKIMI 110 MOIYJIIO

3
N=p°, rme P — mpocroe uuciao. B KadecTBE OCHOBHOIO pe3ynbTaTa JOKa3aHAa CIIPaBeUIMBOCTb CPaBHEHHA

tr(A") = tr(A" ™) (modn). Tawke ¢ ncnonbsoBarueMm Qopmyn HblOTOHa M MyTBTHHOMHAIBHEIX —KOd(dHULHEHTOB

[POaHAIM3UPOBAHBI SKBUBAJICHTHOCTH B TCOPHU CHMMETPHUCCKUX (DYHKLHMH M CBOMCTBA AEIMMOCTH KO3 (UIHEHTOB MHOTOUICHOB.
JloKka3aTesbCTBa MPEJICTABIICHBI KaK JUISl HOYETHBIX IIPOCTHIX YHCeT |), Tak M JUIsl ciydast P=2.

KmioueBsie cioBa: Ciiex MaTpHIsl, TeopeMa Diiepa, CHMMeTpHUYecKre (GpyHKINH, CpaBHEHHsI, CyMMbI HploTOHa.
n= p> uchun eylerning matritsali teoremasi
Annotatsiya. Magolada n = p°® (bu yerda P - tub son) modul bo‘yicha matritsalarning izlari va simmetrik funksiyalar uchun
Eyler teoremasining analoglari tadgiq etilgan. Asosiy natija sifatida tr(A") = tr(A"”™) (modn) tagqoslamasining o‘rinli ekanligi

isbotlangan. Shuningdek, Nyuton formulalari va multinomial koeffitsientlar yordamida simmetrik funksiyalar nazariyasidagi
ekvivalentliklar hamda ko‘phad koeffitsientlarining bo‘linish xususiyatlari tahlil qilingan. Isbotlashda p toq tub son va p=2

holatlari alohida ko‘rib chiqilgan.
Kalit so‘zlar: Matritsa izi, Eyler teoremasi, simmetrik funksiyalar, taggoslashlar, Nyuton summalari.
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